L3 MASS U1CD35 Université Paris Diderot
Calcul différentiel 2013 - 2014

Jeudi 15 janvier 2014 Examen

DUREE : 3 HEURES.

Documents, calculettes et portables sont strictement prohibés.
Les solutions doivent étre rédigées de maniére rigoureuse.
Une attention particuliére sera portée a la qualité de la rédaction.
Baréme indicatif.

Dans tout ce qui suit, leR-espace vectoriel R", oti n € N*, est muni de sa topologie d’espace vectoriel normé.

Exercice 1 ( 3 points). Onnote /> le R-espace vectoriel des suites bornées a valeurs réelles et, pour tout
U= (Up)ken € 0,

ltlloo = sup |k
keN

1. Montrer que || - [l €st une norme sur £°.

2. Soit u = (ug) € £*°. On note S(u) la suite telle que, pour tout k € N, S(14) . = Up+1.
(a) Montrer que S définit un endomorphisme R-linéaire de £°°.
(b) Vérifier que S est continu sur (£°°, || - [leo)-

(c) Calculer la norme d’application linéaire de S (relativement a || - [|oo)-

Exercice 2 ( 7 points). Soit n € N*. On rappelle que, sur le R-espace vectoriel R”, est défini le produit
scalaire usuel noté (-, -), tel que, pour tout © = (#j)1<j<n € R" et v = (v})1<j<n € R"

(wvy= Y wujvj,
1<j<n
aussi noté ‘uv, lorsque les vecteurs u et v sont identifiés a des matrices de 7 lignes et une colonne.

Soient A €  ,(R) une matrice carrée de taille n, b € R" un vecteur et ¢ € R une constante réelle, de sorte
que I'on définisse I'application f de R” dans R telle que, pour tout x € R”,

f(x) =(Ax, x) + (b, x) + c = "xAx + "bx + c.

1. On suppose n = 1. Justifier que f est ‘€ sur R et donner une condition nécessaire et suffisante
pour que f soit (resp. strictement) convexe.

2. Onsuppose que 1 = 2. Pour tout x = (x1, X2) € R?, exprimer explicitement f(x) et en déduire V f(x)
et Hf(x). A quelle condition f est-elle (resp. strictement) convexe ?

3. On suppose dorénavant n € N* quelconque. Pour tout (x, h) € R” x R", exprimer simplement I'in-
crément f(x+ h) — f(x). En déduire I'expression de d f (x), puis de V f(x).

4. Calculer Hf(x) pour tout x € R” et montrer que f est de classe €2 sur R".
5. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que f soit (resp. strictement) convexe.

6. Dans le cas ol f est strictement convexe, montrer que f admet un unique minimum qu’on expli-
citera (ainsi que le point auquel il est atteint).

1 0
a=(g o)
Discuter, suivant les valeurs de b € R? et c € R, I'existence, 1'unicité et la valeur des minima de f
sur R? (ainsi que le(s) point(s) au(x)quel(s) il(s) est(sont) atteint(s)).

7. Supposons ici que n =2 et que



Exercice 3 (MAXIMISER LA PRODUCTION SOUS CONTRAINTE DE COUT, 6 points). On rappelle que, pour
tout @ € R} et tout x € Ry,

. |em® six>o,
X =
0 six=0.

Soient n € N* un entier non nul (N}, ={keN|1<k<n}), a = (aj)i<j<n € (R})" un n-uplet de réels
strictement positifs, f = (6;)1<j<n € R” un n-uplet de réels et y € R} une constante strictement positive.
Sont ainsi définis la fonction f, de R} dans R, telle que, pour tout x = (x;)1<j<n € RY,

n
aj ay .« a
fa(x) = l_[xj] :x11x22...xn”,
j=1

et'ensemble €g , tel que

> Bjx; =Y}-
j=1

Le but de cet exercice est de déterminer |'existence et la valeur de maximum(a) de fo sur &g .

Epy = {(xj)lsjsn eRY

1. Montrer que si §; <0 pour tout j € N*, alors €g, = @.
2. On suppose ici qu'il existe jo € NJ; tel que j, > 0 et j; € Nj, tel que , < 0. Montrer que &g, n'est
ni vide ni borné. En déduire que fy n'est pas bornée sur &g ;.
On suppose désormais que §; >0 pour tout j € Nj,.
3. Montrer que £g , est borné et en déduire que f, admet un maximum fini sur &g, .
Soita = (ay, --,an) €Ep,y en lequel f, atteint son maximum sur &gy, i.e. fala) = maXyegy, fa(X).
4. Montrer que fy(a) >0etqueac Ty ou

Fg,y ={x€8py|xj>0pourtout j €Ny }.
5. Montrer qu’il existe une constante A € R telle que

VjeNy ABjaj=a;fela).

6. Montrer que A = )l/ fal@) (Z;’zl a j) et en déduire les coordonnées de a. Conclure.

Exercice 4 (ALGORITHME DE NEWTON, 6 points). Soit || - || une norme sur R”. Si r > 0 et a € R", on note
B(a,r) ={xeR"||lx—al < r}laboule fermée de centre a et de rayon r. Soit ¢ : R"” — R" une application
de classe €1, ayant un zéro noté a € R" (vérifiant donc ¢(a) = 0), et telle que d¢(a) est inversible.

1. Soit ¥ I'application de R” dans R” telle que y(x) = x — [d(p(a))_1 (p(x)) pour tout x € R". Montrer
que ¥ admet a pour point fixe et que dy (a) = 0.
2. Prouver l'existence de r > 0 tel que Bla,r) est stable par ¥ et que ¥ est contractante sur Bla, ).

3. Enoncer soigneusement le théoréme, et en vérifier I'applicabilité, qui assure que a est 'unique
point fixe de ¥ dans B(a, r) et que, pour tout xo € B(a, r), la suite (1) ke Vérifiant

{ Up = Xo

VEEN g = ug— (do(@) (@)
converge Vers a.

4. Dans cette question, n =2 et ¢ est donnée par :

. 2 3 3
@ :(x1,Xx2) — (Bx] — 65 + X2,4x7 X2 + X1),

et a = (0,0). Vérifier que les questions précédentes s’appliquent dans ce cas.

5. Dans cette question, 7 = 1 et on suppose que ¢ est de classe 62, En utilisant une formule de Taylor
d’ordre 2, montrer qu’il existe une constante M dépendant de a, r et des dérivées de ¢ telle que

VkeN |uk+1—a|<M|uk—a|2.

En déduire par récurrence une majoration de |u; — al en fonction de |uy — al, de M et k.



